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Аннотация. В статье рассматривается применение модифицированной стохастической 

модели Гомпертца-Мейкхама для прогнозирования интенсивности и вероятности смертности 

населения. Модель была адаптирована для учета современных демографических трендов: 

высоких показателей смертности в раннем возрасте, общего тренда на снижение смертности 

во времени. На основе данных о смертности за 2004-2009 гг. [1] с помощью пакета Python 

были определены оптимальные параметры модели, позволившие построить прогноз на 2010 

год. Проверка модели путем сравнения прогнозных значений с реальными данными 

демонстрировала высокую адекватность модели. Модель применима для совершенствования 

статистического учета в России и для оценки качества жизни в отдельном российском регионе. 
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Введение 

Многие страховые компании при расчетах финансовых обязательств и 

прогнозировании своих рисков используют теорию страхования жизни, основанную на 

актуарных моделях, использующих демографические данные. Статья посвящена 

исследованию закономерностей при моделировании прогноза жизни. Основной целью работы 

является построение модели интенсивности смертности на основе статистических данных за 

период 2004-2009 (без данных за 2008 год), а также проверка адекватности построенной 

модели [2], [3], [4]. Статистическая база исследования сформирована на основе выборки 

данных для 100000 человек. 

За основу были взяты адаптированные модели Гомпертца-Мейкхама, учитывающие 

временные тренды и особенности смертности, связанные с возрастом. Одним из ключевых 

подходов в этой области является закон Гомпертца [5], который описывает экспоненциальный 

рост смертности, связанный с возрастом. У. Мейкхам дополнил эту модель, добавив фактор, 

учитывающий внешние причины смерти, не зависящие от возраста. Для более гибкого и 

точного анализа реальных данных современные модификации модели Гомпертца-Мейкхама 

включают дополнительные параметры, позволяющие моделировать вероятности дожития и 

динамики смертности во времени. 

Интенсивность смертности ux и вероятность смертности qx [6] связаны равенством 

      qx = 1 − e−ux . 

Расчеты вероятностей смертности qx в результате анализа данных по различным 

возрастным группам позволяют выявить временной тренд снижения смертности с годами. 

Такого рода тренды связаны с параметрами, которые оказывают влияние на демографические 

показатели, например, с прогрессом в медицине и улучшением социально-экономических 

условий.  

В исследовании применяются численные методы, реализованные на языке 

программирования Python, для расчета теоретических значений интенсивности смертности ux 

и вероятность смертности qx, а также для оптимизации параметров модели. Особое внимание 

уделено сравнению результатов, полученных на основе теоретической «детализированной 

(улучшенной) модели Гомпертца-Мейкхама», с реальными статистическими данными за 2010 

год.  
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Исследование демонстрирует, что построенная теоретическая «детализированная 

(улучшенная) модель Гомпертца-Мейкхама» является эффективным инструментом для 

прогнозирования вероятности смертности qx. Сравнительный анализ теоретических и 

реальных данных подтверждает адекватность модели и ее потенциал для практического 

применения. 

Принцип прогнозирования на основе модели Гомпертца-Мейкхама 

В теории продолжительности жизни прогнозирование часто основывается на 

различных моделях [2], например, на одной из наиболее известных – стандартной модели 

Гомпертца-Мейкхама [5]. 

Модель Гомпертца-Мейкхама — это математическая модель 

μx = A + B ∗ cx,           (1) 

используемая в демографии и актуарной науке для описания зависимости смертности 

от возраста. Она объединяет две компоненты: 

A – константа Мейкхама, которая отражает случайную (не зависящую от возраста) 

смертность, например, от несчастных случаев, то есть это фоновый уровень смертности; 

B ∗ cx – функция Гомпертца, которая описывает экспоненциальный рост смертности с 

возрастом, связанный с биологическим старением. 

Параметры модели (1): 

A – базовый уровень смертности (обычно небольшой, связан с внешними причинами, 

не зависящими от возраста), 

B – коэффициент, связанный с возрастным ростом смертности, 

c – параметр, определяющий скорость роста смертности с возрастом (обычно c > 1), 

x – возраст,  

ux – интенсивность смертности. 

В то же время различные исследователи ссылаются на модификации этой модели. 

Леонова О.В.  в работе [7] использует классические аналитические законы для 

математического моделирования смертности населения России на основе официальных 

данных за 2017 год, рассмотрены данные, полученные с помощью моделей Гомпертца и 

Мейкхама. Машинцов Е.А., Найденов А.А. в работе [8] сталкиваются с проблемой 

некорректности использования средней продолжительности жизни для сравнения качества 

жизни на локальном уровне. Например, между районами города этот показатель сильно 

зависит от среднего возраста жителей в каждом конкретном районе. В качестве 

альтернативного и более объективного интегрального показателя авторы предлагают 

использовать параметр B из универсального закона Гомпертца-Мейкхама [5]. Этот закон, 
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дополненный корреляцией Стрелера-Милдвана [9], описывает зависимость смертности 

от возраста. 

 

Учет временного тренда в модели Гомпертца-Мейкхама 

Стандартная модель дает неточный результат продолжительности жизни для раннего и 

позднего возрастов.  Для поздних возрастов это хорошо видно на рис. 1. Т.е. стандартная 

модель не может предоставить нам полную, а главное точную, информацию и статистику для 

прогнозирования следующего года, постоянного снижения с годами вероятности qx 

смертности в течение x лет и представления возрастных особенностей от 0 до 5 лет. 

 

Рисунок 1. Продолжительность жизни 

Поэтому нами была предложена модель, расширяющая классический подход за счет 

введения дополнительных компонент: 

μx(t) = (A0 + A1(t − 2004)) + (B0 + B1(t − 2004)) ∙ cx.  (2) 

Параметры модели (2), отвечающие за фоновую (A0) и возрастную (B0) смертность, 

стали линейно зависеть от календарного года, что позволяет учесть общее улучшение здоровья 

населения и прогресс в медицине.  

Интенсивность смертности μx(t) в формуле (2) будет рассматриваться в виде двух 

слагаемых, что отображает временной тренд, где t – текущий год, 2004 – начальный год, с 

которого начинаются расчеты; A1 – скорость изменения базовой смертности и B1 – 

коэффициент, связанный с возрастным ростом смертности соответственно. Такая модель 

позволяет нивелировать указанные выше неточности классической модели. 

Далее рассмотрим детально еще более улучшенную модель, чем модель (2), и ее 

влияние на точность результатов. 
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Учет смертности в раннем возрасте 

Если для более полного отражения возрастных особенностей периода жизни «раннего 

детства» [10], возраста от 0 до 5 лет, добавим в аналитическое выражение для модели (2) еще 

одно слагаемое D ∙ e−kx, то получим модель: 

μx(t) = (A0 + A1(t − 2004)) + (B0 + B1(t − 2004)) ∙ cx + D ∙ e−kx, (3) 

где D – уровень смертности в возрасте x=0; D ∙ e−kx – масштабирующий коэффициент, 

который позволяет модели гибко подстраиваться под уровень вероятности смертности qx от 0 

до 5. 

Благодаря введенному слагаемому D ∙ e−kx, модель (3), которую далее называем 

«детализированная» (или «улучшенная») модель Гомпертца-Мейкхама, отражает тенденцию: 

вероятность смертности qx экспоненциально убывает с возрастом. Это позволяет отразить в 

модели современную тенденцию на резкий спад вероятности смерти в возрасте от 0 до 5 лет. 

 

О применении квазиньютоновского метода BFGS [11] для прогнозирования 

вероятности смертности 𝒒𝒙 

Прогнозирование вероятности смертности qx было проведено с использованием пакета 

Python, который дает оптимальные параметры модели. Эта оценка вероятности смертности qx 

далее применяется в прогнозировании продолжительности жизни на 2010 год. 

Существуют различные методы оптимизации, например метод Ньютона [12], 

квазиньютоновский метод и т.д. Если целевая функция J(u), необходимая для рассмотрения 

при таком подходе, является дважды непрерывно дифференцируемой, и ее первая J′(u) и 

вторая J′′(u) производные могут быть легко вычислены [12], то целесообразно применять 

методы оптимизации второго порядка, к которым относится метод Ньютона, имеющий 

квадратичную скорость сходимости. Квазиньютоновский метод объединяет преимущества 

градиентного спуска и метода Ньютона. Именно квазиньютоновский метод позволил нам 

провести оптимизацию модели. 

 

Поиск оптимальных параметров и результаты 

На этапе оптимизации модели по методу BFGS по реальным данным с 2004 по 2009 

года были найдены семь оптимальных параметров модели: A0, A1, B0, B1, c, D, k, что позволило 

перейти к прогнозированию вероятности смертности. Подставляя найденные параметры и 

целевой год (например, 2010) в уравнение модели, рассчитываем прогнозные значения 
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интенсивности смертности ux, которые затем преобразуются в значения вероятности 

смертности qx = 1 − e−ux . 

Итак, зная интенсивность смертностиux, мы можем построить теоретически 

рассчитанные значения вероятности смертности qx на основе модели (3). Произведя данные 

расчеты для всех возрастов, вычислим среднеквадратическое отклонение между полученной 

вероятностью смертности и вероятностью смертности qx по реальным данным за 2010 год в 

Excel функцией «=СТАНДОТКЛОНП()». Таким образом найдем корень из дисперсии по двум 

выборкам: вероятность смертности qx по полученной модели и вероятность смертности qx из 

реальных данных за 2010 год. Получаем среднеквадратическое отклонение: σ=0,222990952. 

Для наглядности приводим ниже графическую иллюстрацию таких расчетов. Реальные 

данные по продолжительности жизни представлены на рисунке 2. 

 

Рисунок 2. Реальная продолжительность жизни за 2010 год 

Прогнозные показатели, следующие из детализированной модели (3), по 

продолжительности жизни представлены на рисунке 3. 

 

Рисунок 3. Продолжительность жизни на 2010 год по детализированной 

модели Гомперца-Мейкхама 
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Дополнительные компоненты, веденные в модель (3), помогают вычислить уточненные 

вероятности смертности, что показывает преимущество модели (3) перед стандартной 

моделью Гомпертца-Мейкхама (1). Это видно на следующем иллюстративном рисунке 4. 

 

 

Рисунок 4. Результаты прогноза по улучшенной модели 

Коэффициент детерминации R2 = 0,997 (Excel) полученный по результатам 

моделирования, говорит о высоком качестве предлагаемой нами модели (3). 

 

Заключение 

Разработанная детализированная модель Гомпертца-Мейкхама (3) показывает свою 

эффективность в качестве инструмента для прогнозирования продолжительности жизни. Учет 

временных трендов и специфики смертности в раннем возрасте позволил достичь высокой 

точности прогноза, что подтверждается проверкой на реальных данных. Поэтому 

предлагаемая модель (3) может быть использована для оценки качества жизни в отдельном 

российском регионе и для усовершенствования системы статистического учета и 

регионального мониторинга в России. Это все, очевидно, улучшит предпосылки для 

увеличения средней продолжительности жизни населения в регионах России. 
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Abstract. The article discusses the application of the modified Gompertz-Makeham 

stochastic model to predict the intensity and probability of mortality in the population. The model has 

been adapted to take into account modern demographic trends, in particular, high mortality rates at 

an early age and its sharp decline, as well as the general trend towards reducing mortality over time. 

Based on the US mortality table for 2004-2009 [1], the optimal model parameters were determined 

using the Python package, which made it possible to make a forecast for 2010. The model was tested 

by comparing the predicted values with real data. The results demonstrate the high adequacy of the 

model. The model is applicable for improving statistical accounting in Russia and for assessing the 

quality of life in a particular Russian region. 

Key words: life expectancy, Gompertz-Makeham model, mortality prediction, quasi-

Newtonian methods, the BFGS method. 

 

References 

1. Life expectancy Data by country. World Health Organization. [Electronic resource]. URL: 

https://apps.who.int/gho/data/node.main.688. 

2. Ivanov N.I., Chemodin Yu.A., Shevchenko T.V., Gorbunov V.S. On the use of statistical 

models for the purposes of socio-economic research // Moscow Economic Journal. 2019. № 3. P. 2. 

DOI: https://doi.org/10.24411/2413-046Х-2019-13002 (date of request: 21.01.2026). 

3. Human Mortality Database. [Electronic resource]. URL: https://www.mortality.org/ 

4. Human Development Report 2020 (statistical tables 1 and 4). United Nations Development 

Programme. [Electronic resource]. URL: 

https://hdr.undp.org/sites/default/files/data/2020/2020_Statistical_Annex_Table_1.xlsx/. 

5. The Great Russian Encyclopedia. [Electronic resource]. URL: https://bigenc.ru/c/formula-

gompertsa-meikkhema-f05f44. 

6. Falin G.I. Falin A.I. Actuarial mathematics in problems. 2nd ed., revised and add. M.: 

FIZMATLIT, 2003. 192 p. 

7. Leonova O.V. Modeling of population mortality using analytical laws on the example of Russia 

// Proceedings of the Baikal State University. 2019. Vol. 29. № 1. P. 95-106. URL: 

https://cyberleninka.ru. 

8. Mashintsov E.A., Naydenov A.A. The use of mortality data to calculate the quality of life of 

the population in a particular region // Bulletin of the RUDN University, Ecology and Life Safety 

series. 2013. № 4.  URL: https://cyberleninka.ru/. 

9. Khalyavkin A.V. Strehler-Mildvan correlation - an artifact or a key to the mystery of aging? / 

N.M. Emanuel Institute of Biochemical Physics of the Russian Academy of Sciences, Moscow.  URL: 

https://cyberleninka.ru/. 

10. Wikipedia. [Electronic resource]. URL: https://ru.wikipedia.org/. 

11. Zhadan V.G. Optimization methods. Part II. Numerical algorithms: a textbook. Moscow: MIPT, 

2015. 320 p. 

12. Vasiliev F.P. Numerical methods for solving extreme problems: Textbook. Handbook for 

universities. 2nd ed., revised. and add. M.: Science. Gl. ed. phys.-mat. lit., 1988. 552 p. 

 

 

 

mailto:human.progress@yandex.ru
https://apps.who.int/gho/data/node.main.688
https://www.mortality.org/
https://hdr.undp.org/sites/default/files/data/2020/2020_Statistical_Annex_Table_1.xlsx
https://bigenc.ru/c/formula-gompertsa-meikkhema-f05f44
https://bigenc.ru/c/formula-gompertsa-meikkhema-f05f44
https://cyberleninka.ru/article/n/modelirovanie-smertnosti-naseleniya-s-pomoschyu-analiticheskih-zakonov-na-primere-rossii/viewer
https://cyberleninka.ru/article/n/ispolzovanie-dannyh-po-smertnosti-dlya-vychisleniya-pokazatelya-kachestva-zhizni-naseleniya-v-otdelnom-regione
https://cyberleninka.ru/article/n/korrelyatsiya-strelera-mildvana-artefakt-ili-klyuch-k-zagadke-stareniya
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%B2%D0%BE%D0%B7%D1%80%D0%B0%D1%81%D1%82

